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Rappelle
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formules parhcuheres

Formule satisfiable Une formule a est dite satisfiable ssi : Etant
donné la table de vérité de a, il existe au moins une ligne dans sa
table de vérité ou la valeur de vérite est vraie

Ensemble satisfiable Un ensemble de formules T = {a1, a2,.., an}
est dit satisfiable ssi : Etant donné la table de vérite de al, a2,.., an
Il existe au moins une ligne ou a1, a2,.., an sont vraies
simultanément

Tautologie Une formule « est dite Tautologie (formule
valide) ssi : Etant donné la table de vérité de a, a est vraie sur toutes
les lignes. (On note : Fa)

Antilogie Une formule a est dite Antilogie (anti-
tautologie, formule insatisfiable ) ssi : Etant donné la table de vérité
de a, a est fausse sur toutes les lignes




_— _— | —= ) —

formules partlcuheres

conséquence logique Une formule B est dite conséquence
logique de a ssi : Etant donné les tables de verité de a et B8, f est
vraie sur toutes les lignes ou a est vraie (on note a |=ﬂ)

consequence logique d'un ensemble Une formule B est dite
consequence logique d’un ensemble de formule T ={a1, a2,.., an}

ssi : Etant donneé les tables de verité de T, 8 est vraie sur toutes les
lignes ou T est vraie (les formules al,a2,.,an sont vraies

simultanément) (on note{a1, a2,.., an} FB)

Equivalence logiqgue = Deux formules a,B sont équivalentes si elles
ont les mémes valeurs dans toutes les interprétations.( on note a = f8)

Un modéle d’une formule = Un modele d’une formule
propositionnelle fest une valuation V tel que V[ f] = Vrai

compatibilite Une formule propositionnelle est dite
compatible SSI elle a au moins un modele.




Theoremes



“Théoréme de substitution

Soient o une formule contenant la variable
propositionnelle A, et o' la formule obtenue en
substituant toutes les occurrences de A par la

formule . Alors . E o= E o'




Si I’on sait que la formule (A A B) < (B A A) est une
tautologie (c’est le cas), alors la substitution de toutes les
occurrences de A par une autre formule quelconque, par exemple
A — B, (cela donne la formule ((A— B) AB) & (B A (A— B)),
est encore une tautologie.

Exemple 1:

| a: ANB—>AV—B, a': Ax—-B—>Av——B |

Exemple 2 :




Si on montre que la formule (A A B) —> A est une
tautologie, alors on peut déduire en appliguant le theoreme de
g substitution que (A A =C) A (C > D) > (A A = C) est une
tautologie.

En effet, La substitution des occurrences de
« Apar laformule (A A — C) et celles de
 Bpar (C—> D)

dans la formule (A A B) — A permet d’assurer ce resultat.




Théoréme de remplacement

Solent o une formule contenant p et o' la formule

obtenue en remplacant § par p'. Alors:

P=p'=a=a'.
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Deﬁmtlons

On appelle litteral associé a une variable
propositionnelle A chacune des deux expressions A

ou —A. (i.e. la variable elle-méme et sa negation).

On appel «littéral», une proposition €lémentaire (atome) ou la négation d’une proposition



Deﬁmtlons

On appel « clause », une disjonction de litteraux

° AvB
e -AvB
° Av-B

Exemple :




Deﬁmtlons

Etant données deux variables propositionnelles
A et B on peut construire les conjonctions et

disjonctions de littéraux suivantes:

Conjonction de littéraux Disjonction de littéraux

(|)1=A/\B WU=AvVvB
(|)2= A A B W,=-A Vv B
¢3=A/\—IB Ws=A v =B

(|)4= -A A B W,=-A v B




Deﬁmtlons

D'une maniere génerale:
Considerons le litteral Ai




Forme normale conjonctive (FNC) ‘

Une formule a est sous forme normale
conjonctive si elle est de la forme C.AC, A ... AC,
tel que les C, sont de la forme L,vL, v ...... v L,

(les L; sont des litteraux, les C; sont des clauses)

On appelle forme normale conjonctive (FNC) toute conjonction de
disjonction de littéraux.



" forme normale COllel]CthO

- (PVQ)A(PVS)

« (PVQVR)A(PVS)
- PA(PVS)

« PA-Q




OPESIHEEHES
J— conjonctive

Pour chaque formule , il existe une

formule  écrite sous FNC tel que

v
&
-0
S
o
0
C
|_




“forme normale dlSjonctlve

Forme normale disjonctive (FND) ‘

Une formule a est sous forme normale
disjonctive si elle est de la forme C,v C, v...v C_
tel que les C,; sontde laforme L, AL, A ... AL,

(les L; sont des littéraux)

On appelle forme normale disjonctive (FND) toute disjonction de
conjonction de littéraux.



[ — dlSjOnCthB

. (PAQ)V(PAS)

« (PAQA—=R)V(PAS)
« PV(PAS)

. PVQ




OPESIHEEHES
forme normale disjonctive

Pour chaque formule , il existe une

formule  écrite sous FNC tel que

v
&
-0
S
o
0
C
|_




1. Eliminer les connecteurs logiques — et <>
vP->Q=-PVQ
vPoQ=P->QA(Q—>P)
2. Ramener les signes de negation immédiatement avant les atomes :

4 —I(—IP) =P
v ~(PAQ) = ~PV-Q
v =(PVQ) = ~PA=Q
3. Distribuer A et V I’un par rapport a 1’autre :
v PV(QAR) = (PVQ)A(PVR)
v PA(QVR) = (PAQ)V(PAR)




Regles de transformatlon FNC & FND

‘ Ecrire sous FNC et FND les formules suivantes

P—Q

—
()
=
O
S
[J]
X
L

P& Q




Regles de transformatlon FNC & FND

Ecrire sous FNC et FND les formules suivantes | P — Q P< Q

P> Q = -PVQ (FND)
;C; PAP =P
S = (-PVQ) A(-PVQ) (FNC)
%’ PoQ = (P-Q)A(Q-P)
o = (-PVQ)A(-QVP) (FNC) [rrp=t
- = (PA=Q)V(-P AP) VIQA-Q) VIQAP) |77 =7

=(-PA-=Q)V(QAP) (FND)




Regles de transformatlon FNC & FND

Ecrire sous FNC et FND les formules suivantes

(P—>-Q)A(=P — -S)

o~
()
=
O
—
[J]
X
L

(P>(Q—->R))V(R->Q)




Regles de transformatlon FNC & FND

Ecrire sous FNC et FND les formules suivantes (P—>-Q)A (=P — -S)

P->—QQACP->"S)=CPV-Q)A(=-PV =S
=(—PV-Q)APV -S) (FNC)
=—PAP)V(-PA-S)V(-QAP)V(-QA-S)
=—~PA-S)V(-QAP)V (-QA-S) (FND)

Exercice 2 (Solution) :




Sl EEEERE

Regles de transformatlon FNC & FND

Comment construire une FND?

Soit @ une formule contenant N variables propositionnelles Al,...,An.
1. Etablir la table de vérité de a

2. Déterminer I'ensemble des lignes I={I1,...,Im} de la table de

vérité telles que 00 = vrai
3. Pour chaque ligne i€l, on détermine ¢pi= A1A A2A ...A An ou
Xi= {A- si Al = vrai
-Ai si Ai = faux
4. On détermine ¢ de la maniére suivante: p=Q1 Vv ¢2 V...V Om

5. Si a est une antilogie alors p=Ai A —Ai



Sl EEEERE

Regles de transformatlon FNC & FND

Comment construire une FNC?
Soit a une formule contenant N variables propositionnelles Al,...,An.

1. Etablir la table de vérité de a
2. Déterminer lI'ensemble des lignes I={I1,...,Im} de la table de

vérité telles que 00 = Faux
3. Pour chaque ligne i€l, on détermine Wi= A1V A2V ...V Anou
Aiz{-Ai si Ai = vrai
Ai si Ai = faux
4. On détermine ¥ de la maniére suivante: W= W1 A W2 A...A Pm
5. Si a est une tautologie alors ¥ =Ai v —Ai
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P
Vv
Vv
F
F

\"
F
Vv
F

ENC = (=PVQ) A(PV-Q)




Systeme complet de connecteurs

Un ensemble S de connecteurs est dit complet
Sl :
Etant donne une formule a quelconque, on peut
trouver une formule a’ dans laquelle on ne trouve

que les connecteurs de S tel que a = o’




Exemple 1:

S est un systeme complet




Exemple 1:

complet

vV . -P = -P

v PAQ =--(PAQ) =  -(-PV-Q)
v PVQ = PVQ

v P->Q = -P\VQ

v P&Q = (P->Q) A(Q—>P) = (-PVQ) A(-QVP)
--((-PVQ) A(-QVP))
-(-(-PVQ)V-(-QVP))

S = {-,V} est un systeme complet



Thank you
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